5. Ressorts en série et en parallele *

(a) Ressorts en parallele.

Pour résoudre ce probleme, on considere que les 2 ressorts ont méme longueur a vide [y et subissent
le méme allongement x (par rapport a leur longueur a vide) quand on accroche une masse m a
I'extrémité des 2 ressorts. Le ressort équivalent, de raideur K,, aura donc lui aussi la méme
longueur a vide et le méme allongement (voir figure ci-dessus). On écrit la condition & ’équilibre
au niveau de la masse m pour les 2 systemes :

mg =Ky xz+ Ko x
mg =K.z

et donc :

| Ke = K1 + Ky

(b) Ressorts en série.

Soient 1, lo, l. les longueurs & vide des ressorts 1, 2, et e (équivalent), et x1, xo, z, leurs
allongements respectifs. Pour résoudre ce probleme on doit poser : I, =11 + 1o et ., = 1 + 22
(voir figure ci-dessus). On écrit la condition d’équilibre en A, B et C :

K1 rT = K2 T2
mg = Ko xo
mg = K¢ (z1 4 22)

K1 Ky

= | Kp= ———
¢ K+ Ky




6. Ressorts et poulies *

(a) Systéme de poulies et ressorts a I’équilibre.
Soient x{ et x§ les allongements des ressorts 1 et 2, et Tjy (et 7)) la tension du fil. Cette derniére
intervient 2 fois au niveau de chaque poulie, et est dirigée verticalement, puisque le fil arrive d’un
cOté puis repart de 'autre, vers le bas ou vers le haut. Quant aux ressorts, puisque le fil se tend
davantage sous l'effet de la masse M, la poulie A descend et la poulie B monte, si bien que les 2
ressorts sont en extension. D’apres la figure ci-dessous, sur laquelle les différentes forces agissant
en A, B et M sont représentées, les équations d’équilibre s’écrivent :

en M : Mg = Tp
en A 1 K;z2{ =2Tp
en B : Koz =21y

1 o 1 0
:>Mg=§K1 JE1=§K2 Z9

x} =2Myg [ K
;‘{ 25 =2Myg [ Ky (5)

Par ailleurs, quand la poulie A descend d’une quantité x{ (et donc que le ressort 1 s’allonge de
cette méme quantité), le fil tourne autour de la poulie et on ”perd” donc la longueur 25 des deux
cotés de la poulie. Ainsi, le fil s’allonge de 2 fois ] au niveau de la masse M. Le raisonnement
est le méme lorsque la poulie B monte de x5 : le fil s’allonge de 2 fois x5 au niveau de la masse
M. Au final, 'allongement xg total du fil lorsqu’on accroche la masse vaut :

xo = 229 + 225 (6)

Et donc, en injectant les équations (5) dans I’équation (6) :

Systeme équivalent.

A Téquilibre : Mg = K| xq soit zg = ]\[g’g ol xg représente l'allongement par rapport a la

e
longueur & vide I, du ressort équivalent au systéme précédent. En identifiant cette expression &

la relation précédente de xg, il vient :

1 1 1 A
T 4 (E + E) donc |K, = K¢ /4

e

Conclusion : Chaque poulie divise la raideur des ressorts par 2, et ce systéeme est alors équivalent
a 2 ressorts en série dont les raideurs ont été divisées par 4.



(b) Systeme hors équilibre.
On travaille désormais sur le systeme équivalent. Soit z ’allongement du ressort équivalent par
rapport & sa longeur & vide . En appliquant le PED et en projetant sur I’axe (O, x) on obtient :

d*x
En utilisant ’équation a 1’équilibre précédente pour le systeme équivalent, ainsi que ’expression
de K., on obtient :

d? 1 K| K
M%A—ZKE (x —x9) =0] avec Ke=—1"2

La pulsation des oscillations vaut donc :
/ Ky Ky
w =
4M K+ KQ)

(a) (b)

7. Conditions initiales *

A T'équilibre
Soit z¢ la longueur a ’équilibre du ressort. L’équation a I’équilibre s’écrit :
Mg

Mg=K(zo—1l) = o = lo + —=

N.B. : on a bien x¢ > lp puisque le ressort est étiré.

Hors équilibre
La masse M est a la position x(t), et 'allongement du ressort vaut donc x(t) — lp. En appliquant le
PFD & la masse M et en projetant sur 'axe (0, x), on obtient ’équation du mouvement :

d’x

En injectant ’équation a 1’équilibre dans ’équation du mouvement, il vient :

d? d*x
MF;;=K(a;0—l0)—K($—lo)=—K(az—x0) soit Mﬁ—kK(x—.’Eo):O

Posons X = z — 29 et w = /K/M. X(t) repere 'écart & ’équilibre et ’équation du mouvement

précédente se réécrit :

d’X 9
— 4w’ X =0
a

La solution est :

X (t) = X cos(wt + ¢), ot X, est amplitude des oscillations et ¢ la phase & 1’origine.



(a) On accroche M au ressort et on la lache sans vitesse initiale a 'instant ¢ = 0.

St—0 {a:zlo — X=lp—xp N {_chos¢ =lp—x9

v=0 — X=0 Xpwsing =0

donc ¢ = 0 ou 7 et X, = _Tﬂi)%' En général, on choisit ¢ tel que X,, > 0, donc ici, on
choisit : v
g
= X = —_—
p=71=Xn + e
On a donc :

M M
X(t) = 79 cos(wt + ) = —79 cos(wt)

B B Mg Mg
= z(t)=x0+X(t)=1lo+ % % cos(wt)

= az(t)zlo—i-% ll—cos (\/%15)]

(b) On accroche M au ressort et on la lache & 'instant t = ¢y en lui donnant une vitesse initiale vy

vers le bas.
St =t { r=1 — i(;( lo — xo N { ch?s(wto-l—gb) lo — g = —F (1)
v=vy — %= =u —Xpwsin(wto + ¢) = vy (i1)
(4) Kwvg
- . t t = —_—
i) w tan(wtp + @) Mg

KUO
= ¢ = atan <M—gw> —wty [7]

)2+ ()2 X2 = (%)2 (%)

w

Mg 2 0\ 2
= X, =+ (22 (—)
SE(CORIC
Si on choisit X, > 0, alors il faut ajouter m dans expression de ¢ (en effet, pour avoir cos(wtg +
¢) < 0 dans I’ expression (i), il faut 7/2 < ¢ < 37/2). Au final, nous avons :

B Mg Mg\* M |, [K [K v
z(t) =1lo+ e —i—\/(K) —|—Kvo Cos M(t to) + atan Mg +7

Application numérique : K = 100 N/m, M =100 g et vo = 1 m/s. On prendra g = 10 m.s~!
pulsation w = \/% = /1000 = 31.6 rad.s~! pour (a) et (b)

période T' = QUW = %300 = 0.2 pour (a) et (b)
Xm

amplitude pour (a) : = 1/100 = 10~2 msoitlcm

Mg
K
2
amplitude pour (b) : X, = \/(%ﬂ> + %v% = %{ + _ﬂ%m =+/111072 m = 3.3 cm
phase & 'origine pour (a =7 s0it180°
(

¢
¢ = atan ( %%) + 7 = atan (0.1v/T000) + 7 = 252.5°

)
)

phase a l'origine pour (b
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8. Energies cinétique et potentielle

(@) (b)

(a) Hauteur h atteinte par la masse M apres le choc ?
1€7€ 4tape

Déterminer la vitesse V de la masse M juste apres le choc élastique de m sur M.

Pour le systeme [m + M], on a :

avant le choc - figure (a) apres le choc - figure (b)
Ecin = %mvz Eém = %mUQ + %Mvz
p=muv p=mv + MV

Pour un choc élastique, on peut écrire la conservation de I’énergie cinétique et de la quantité de
mouvement, ce qui donne, en posant m = M /2 :

%MUQ M2+ SMV?
§M’U = §M’Ul + MV

N v? = V2 42V?
v = UV +2V

On veut exprimer V en fonction de v. En injectant la deuxiéme équation, v/ = v — 2V, dans la
premiere, il vient :
v? = (v—2V)24+2V2 =% — 4V + 6V?
= 4oV =6V?
2 1

= V=§v et v'=—3v

90Me 4t ane
Ecrire la conservation de ’énergie totale (potentielle + cinétique) pour le pendule M.

Pour le systeme [M], on a :

juste apres le choc - figure (b) quand M atteint la hautuer maximale - figure (c)
Ecin = %MVQ = %MU2 { Eézn =
Epor =0 Ezl)ot = Mgh

On écrit la conservation de ’énergie totale :
Ecin + Epot = Eéin + E;Jot
2
§Mv2 = Mgh

_ 202
= o
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Amplitude du mouvement d’oscillation aynqq :

L —h = L cosamax

= cosamag[;zuzl—ﬁ

L L

= Qypaz = arccos <1 — 2L>
9gL

(b) Condition sur v pour que le mouvement soit harmonique, c-a-d pour que sina < 0.1 7
2
«a petit = sina ~ o, cosae ~ 1 — %—
o2
= COS Umaz = 1 — gg—Lzl —fgﬂ&
2v

= Omax =

3

g

2v

3V gL

La condition sin o < 0.1 se réécrit aymq, < 0.1 et donc < 0.1, soit

v < 0.154/gL

(c) Equation horaire «(t) apres le choc ?
Le théoréeme du moment cinétique s’exprime : ill_t% ./\/l —MgLsina

ol le moment d’inertie vaut : I = ML? et ot on peut faire ’approximation suivante : sina ~ o,
puisque qu’on est dans le cas d’un mouvement harmonique (donc de faible amplitude).
L’équation du mouvement se réécrit donc :

d’a g
Wﬁ-za—o
= a(t) = Acos(wt + ¢) avec w= %
Conditions initiales a t =0
a =0 —  Acos¢ =0 — ¢ = 5
‘ZZ—% = %zg—v — —Awsing = %—E

On choisit ¢ = —% pour avoir A >0
- A= 2v 2 v

_3wL:3\/g_L

éa(t)z% v cos( g —E)

9. Oscillations libres amorties d’une voiture *

I X
Ftraction
ressort M

= 3"
~
WA
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